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EINLEITUNG 
In Satz 1 wird eine weitgehende Verallgemeinerung des Lemmas von Birkhoff [l] gegeben, welche 
im Spezialfall (c= 1) zu Lemma 1 d.h. einer Verschiirfung des J. von Neumann-Wignerschen 
Lemmas [8] fiihrt. Dieses ist bekanntlich besonders gecignet bei Matrizengruppen die Minimal- 
Fastperiodizitat zu beweisen (siehe [8)). In 82 werden dann Relationensystem angegeben, welche 
such bei unendlich-dimensionaler Darstellung keine Realisierung haben. 
1. ENDLICH-DIMENSIONALE DARSTELLUNGEN’ 
Wir beginnen in Satz 1 mit unit&en (endlich-dim.) Darstellungen von 
Gruppen mit zwei Relationen. Er kann als gleichzeitige Verallgemeinerung des 
Birkhoffschen und Neumannschen Lemmas angesehen werden und lautet. 
SAT2 1. Sei G die Gruppe mit den Erzeugenden a, b und dem Element c= 
= zaz- ‘a-’ (# l), wobei z= bab- * ist; ferner den zwei Relationen: [a, c] = 
= fb, c] = 1 (dabei ist [x, y] =xy.x- ly”- I der Kommutator der Elemente x, y). Fur 
t L 1 hat c und fur t L 2 such a bei jeder unitken, endlich-dimensionalen 
Darstellung endliche Ordnung . 2 
BEWEIS. Sei U die gegebene Darstellung, so setzen wir U(c) =K, U(a) = U2 
und U(z) = C/I. Wegen [a, c] = [b, c] = 1 gilt [K, VI] = [K, U2J = 1, wobei K= 
’ Wir setzen iiberall den Grad der Darstellung h2 voraus. 
* Allgemeiner fur Gruppen mit zwei Elementen II, b, die obige Bedingungen erfiillen! 
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= Ui U21j[‘Ijct. Damit sind die Voraussetzungen des Lemma 4, S.155 in [3] 
erfullt und es folgt die Behauptung unseres Satzes. 
Im Falle c = I verbleibt nur die Relation zclz- 1 = al mit z = bab - I, sodal fiir 
t 12 genauer folgt: 1st D eine beliebige endlich-dimensionale Darstellung mit 
d = D(a) = U und D(z) = I’, sodal also VU- 1 = U’ gilt, dann haben also U und 
V gleiche Eigenwerte (nlmlich Einheitswurzeln!) und U=a hat endliche 
Ordnung a d.h. da= 1, wobei fiir a nur eine Losung der Kongruenz ta= 1 
(mod a) in Frage kommt, Wenn namlich if unendliche Ordnung hatte, so miil3te 
V (nach [5]) einen Eigenwert II) f 1 haben-Widerspruch! 
Somit gilt folgende Verscharfung des Lemmas von J. von Neumann tiber die 
Nichtdarstellbarkeit von Gruppen mit Relationen: 
LEMMA 1. Wenn es eine Folge natiirlicher Zahlen t(s)+oo gibt mit t(s)= 
=O(mods) fur s= 1,2,3 0.. und eine Folge von Matrizen bs, so dal3 fiir die 
Matrix a gilt 
zsazs - ’ = at(S) 
wobei zs = b&b, ’ ist, dann ist die Matrix a stets= 1. 
BEWEIS. Jedes zs hat die gleichen Eigenwerte I (= Einheitswurzeln) wie a, und 
es gilt fiir diese Amo= 1, also a’@@= 1 (da a = diagonalisierbar sein mu& weil es 
endfiche Ordnung hat!) * a = 1 wie behauptet (und damit such alle zs= 1). 
Wir formulieren den Sachverhalt als 
KOROLLAR 1. In einer beliebigen Matrizengruppe (von endlicher Dimension) 
sind unendlich-viele Relationen der Gestalt 
z&z, ’ = a Its), mit zs = b&b, ’ 
und mit einer Folge natiirlicher Zahlen t(s) = O(mod s), nicht vorhanden, d.h. 
realisiert, wobei a# I und b,# 1 (fib alle s) w&e. Wie schon in [5] bewiesen 
(vgl. such [7], S.247 Theorem 2), laI3t sich ein Teil von Korollar 1 noch 
verschtirfen, und zwar gilt es mit einem Relationensystem von endlich-viefen 
(definierenden) Relationen. Es gilt 
KOROLLAR 2. Die Higman-Gruppe H4 = {a, b, c, d} mit den definierenden 
Relationen Rl=Rz=R3=R4=1, wobei R1=babs1aB2, Rz=cbc-1b-2, R3= 
=dcd-‘c- 2, R4 = ada - ldm2 ist, hat keine (nichttriviale) endlich-dimensionale 
Darstellung, d.h. das Relationensystem (RI,&, R3, R4) kommt bei Mairizen- 
gruppen nicht vor. 
Allgemeiner, die Gruppen Wn= {al, . . . , anI mit nr4 und Ri=ai+ laia,<11ai2= 
= 1, fur 1 sisn} wobei R,,+l = RI usw. oder da jede endlich-erzeugte, einfache 
Matrizengruppe endlich ist, die endlich-erzeugten, einfachen, unendlichen 
Gruppen von R. Camm (siehe [2]). 
Bemerkung zu Korollar 1: Eine Matrizengruppe kann sehr wohl unendlich- 
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viele Relationen haben (die sich nicht durch endlich-viele ersetzen lassen) 
haben; etwa 
wobei t = transzendent oder die (unitiir-nichtdarstellbare) Matrixgruppe 
; uz - VW = 1 und u, v, w, z = rat. Zahlen 
I 
. 
Diese hat z.B. die Relationen fur 
a= 6 ()+)und b= (i i): aba-r=b”‘, 
wobei n = beliebige nattirliche Zahl ist. 
Spezialisiert man Satz 1 im Falle c = 1 weiter mit t = 2, so folgt, weil a = 1 die 
einzige Losung von 2*= l(mod a) ist (siehe [7], S.246, Theorem 1). 
KOROLLAR 3. Bei jeder endlich-dimensionalen Darstellung D gilt fur die 
Gruppe G={a,bIzaz-‘= a2 mit z=bab-I}, dal3 D(a)=fl=l ist d.h. G ist 
keiner Matrizengruppe isomorph. 
BEWEIS. Siehe [7], S.246 und such [d]! 
Da alle endlichen Gruppen Matrixgruppen sind, folgt weiter 
KOROLLAR 4. Die Relation zaz- ’ = a2 mit z= bab - 1 tritt fiir zwei beliebige 
(nichtvertauschbare) Worte a, b (f 1) E& ( = freie Gruppe) in endlichen 
Gruppen nicht auf, I 
Es ist moglich, da8 ein Relationensystem, wie in Korollar 1 angegeben, eine 
Realisierung im unendlich-dim. Raum also bei unendlich-dim. Darstellungen 
hat, doch wird in Satz 2 gezeigt, dal3 fur die dort angegebenen dies jeden-falls 
nicht der Fall ist. 
2. UNENDLICH-DIMENSIONALE DARSTELLUNGEN 
Sei Gp2 das freie Produkt der zyklischen Gruppen H,, und i&,, d.h. Fp,,p2= 
= Zp, * Zp, (und daher die freie Gruppe F2 = Z, * Z,) fiir Primzahlen pr fpz> 3 
und T eine unendlich-dimensionale Darstellung2: To = a und Tb = 6. Dann gilt 
SATZ 2. Bei jeder unendlich-dimensionalen Darstellung T von FpI,p2, bei 
welcher (zusatzlich) die Relation 
62a-’ =66-l 
erfiillt ist, gilt T(Fpllpt) =E, wenn nur PI #p2> 3 Primzahlen sind. 
1 Diese Relation 15l3t sich such schreiben als: clya - I = y z mit y = b - lab. 
2 Dabei sind a, b die erzeugenden Elemente von Fp,,pZ! 
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BEWEIS. Wir bilden (62a- 1)3 = (a6- 1)3, also durch Austauschen (des mittleren 
Wortes) (62a-1)(~6- 9(62~-1) = @6- i)(62~-‘)(~6- ‘) oder 63 = rp2! Es folgt 
damit 63pz= u&2= @‘I = I d.h. a = 1, und das ergibt 63 = 6p2= 1; damit such 
6= 1, weil ja 2~2 zu p1 teilerfremd ist und pz zu 3. w.z.b.w. Aus dem Beweis 
folgt, da13 er allgemein fiir Homomorphismen gilt und der Satz dann so lautet 
KOROLLAR 5. Unter den Faktorgruppen F= Fp,,p2/N (wobei N= Normalteiler 
von F’,,& tritt niemals ein P auf, in der die Relation b2a -I = ab - ’ nichttrivial 
(d.h. a# 1 und b# I) “realisiert” wire. Das bedeutet, dafl eine Gruppe mit der 
Relation b2a - *=ab-’ in den Faktorgruppen F nicht einbettbar ist. (vgl. 
dagegen das freie Produkt h4 * &!). 
Auch bei der freien Gruppe FZ = ho, * Z, werden nicht aIle Relationensysteme 
realisiert, obwohl diese Gruppe bei unendlich-dim. Darstellungen T unendlich- 
viele (“freie”) Parameter hat; z.B. tritt keine Darstellung T auf, bei der etwa 
R1=bas2baba-‘=1, Rz=ba-Iba 2 = I gleichzeitig (nichttrivial) erfiillt w&en. 
Es gilt namlich der 
SATZ 3. Bei jeder unendlich-dimensionalen Darstellung T der freien Gruppe 
F2, bei welcher die Relationen RI = bam2baba-’ = 1= R2= ba-‘ba2 erfiillt sind, 
gilt T(F2) = E. ’ 
BEWEIS. Wir setzen zur Abkiirzung u = bab- l, v = baT2; dann lauten die 
Relationen RI = R2 = 1 einfach u2 = YUY - I und v2= ~YU-‘. Aus der ersten ergibt 
sich vu = u2v und aus der zweiten u2vum2 = v4 = VU*U-~ oder U-I = v3. Das 
liefert eingesetzt v = 1 =u und damit a=6= 1. w.z.b.w. 
BEMERKUNG. Bei mehr als zwei Relationen ist es sogar maglich, daR diese fiir 
ein beliebiges Wort x(a, b) E F2 nicht realisierbar sind z.B. etwa die Gruppe 
G = {a, b 1 RI = bab- las2}; erfiillt eine Darstellung T die zwei weiteren 
Relationenxbx-] = b2 und axa-‘- -x2, so ist stets T(G) = E (fiir ein willkiirliches 
XE Fz!). 
ANHANG. a) Die endlich-dim. kommutativen Darstellungen der freien Gruppe 
Fz. Wir nehmen die Modulgruppe f(2) = {A,B) mit 
A=(: f)undIS=(-: y) 
ab Selbstdarstellung2 von F2 = Em *k. Weiters sei 1/l U2 = UzU1 vorausgesetzt 
fiir die Logarithmen der Darstellung. 1st nun L =A ‘%“I -.- A “rB”rein Wort aus 
’ D.h. stimtliche (“freien”) Parameter einer beliebigen Darstellung T werden durch {Rl,R2} 
eliminiert. 
* Vgl. B. Schoeneberg: Elliptic modular functions, Springer, Berlin 1974. 
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r(2) und setzt man D(A) = e(2rri’3)UI und o(B) = e(2nifl)r-‘2 so lautet die Darstel- 
lung ausgedriickt durch Funktionen auf r(2) 
Du,,u,: L-*(D(A))‘~.o(~)*(D(B))‘PO,~(~) 
weil die beiden I-dimensionalen Darstellungen’ von r(2) ‘Yl,o(L) = 3( CF= r mi), 
sowie !?‘(I, 1(L) = 3( CF.. , ni) sind, mit !Pt,o(L) = @t(L) - @3(L) und !Po, t(L.) = 
= @2(L) - @3(t). Dabei ist @k(L) = a(&) mit 
fur jedes 
L= ab 
0 cd Em) 
und 9(L) der Rademacherfunktion (siehe [9], S.150). 
b) Die lineare Liegruppe C3. 
Es sei 
x, y, z = reelle Zahlen 
Dann ist 
loo 
( ) 011 EGO 
001 
und daher R = [S, T]( # 1) E G3 mit [S, R] = [T, R] = 1. Bei jeder endlich- 
dimensionalen unit&en Darstellung hat nun R endfiche Ordnung nach dem 
verallgemeinerten Birkhoff-Lemma (siehe [3], Lemma 4, S.155) d.h. es gilt das 
KOROLLAR 6. Die Matrizengruppe G3 hat keine treue endlich-dimensionale 
unitare Darstellung d.h. sie ist keiner unit&en Matrizengruppe isomorph. 
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